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RESUMO

O proposito deste artigo é elaborar e analisar uma sequéncia diddtica para o ensino e aprendizagem
de provas e argumentagoes, destinada aos alunos de 9°. Ano do Ensino Fundamental, utilizando uma
ferramenta computacional. Todo experimento foi desenvolvido no ambito do projeto argumentacdo e
prova na matemdtica escolar (AProvaME), que tem como objetivo construir um mapa sobre as
concepgoes de argumentacdo e prova de alunos do Estado de Sdo Paulo.A elaboragdo da sequéncia
foi inspirada no questiondrio de Algebra do projeto AProvaME e fundamentada e analisada sob a
perspectiva da classificacdo de provas de Balacheff (1988), das idéias relacionadas aos papéis e
funcodes das provas de De Villiers (2001) e nas sugestoes apresentadas nos Pardmetros Curriculares
Nacionais.

PALAVRAS-CHAVE

Argumentacdo, provas, miltiplos, divisores, ferramenta computacional

ABSTRACT

The purpose of this paper is to develop and analyze a didactic sequence for teaching and learning of
evidence and arguments, intended for students 9. Year of elementary school, using a computational
tool. The entire experiment was developed under the project argumentation and proof in school
mathematics (AProvaME), which aims to build a map on the concepts of argumentation and evidence
of students of the State of Paulo. The preparation sequence was inspired by the questionnaire Algebra
Project A ProvaME reasoned and analyzed from the perspective of classification of evidence
Balacheff (1988), the ideas related to theroles and functions of the evidence of De Villiers (2001) and
the suggestions made in the National Curriculum.
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INTRODUCAO

Esse trabalho tem por objetivo principal desenvolver, aplicar e avaliar uma seqiiéncia didética para
alunos do 9° ano do Ensino Fundamental, focando o ensino-aprendizagem de provas em Matematica e
abordando os conceitos de Miiltiplos e Divisores, com o auxilio de uma ferramenta computacional.

O experimento desenvolvido neste trabalho foi inspirado e estd vinculado aos objetivos do projeto
AProvaME (Argumentacdo e Prova na Matemdtica Escolar), cuja temdtica central refere-se a
questdes de ensino e aprendizagem da prova na matemaética escolar. Esse projeto estd organizado em
duas fases, nosso estudo refere-se, particularmente, a fase 2, que consiste em desenvolver uma
seqiiéncia diddtica que propicie aos alunos vivenciar diferentes etapas do processo de prova, levando-

os a elaboracdo de suas proprias conjecturas, a verificacdo da validade destas e a produgdao de
argumentos que justificam ou explicam essa validade (ou nfo).

Em nosso experimento, empregamos alguns pressupostos ou idéias dos trabalhos de Balacheff (1988)
sobre os tipos de prova e também de De Villiers (2001) com relagdao aos papéis da prova. Buscamos
com isso, contribuir para a reflexdo a respeito da atividade de provar, na Matematica da sala de aula,
destacando o potencial das atividades, a postura dos alunos, o comportamento do professor-
pesquisador frente a este tipo de proposta e o papel da ferramenta computacional adotada.

O PROJETO APROVAME

O projeto AProvaMe tem como tema central de pesquisa — conforme seu titulo indica — 0s processos
de Argumentacdo e Prova na Matematica Escolar. Ele se propde a estudar questdes referentes ao
ensino e aprendizagem da prova em Matematica, tendo como universo de investigagcdo alunos da faixa
etdria de 14 a 16 anos, que freqiientam o 9° ano do Ensino Fundamental e a 1* série do Ensino Médio,
de escolas do Estado de Sdo Paulo. A duracdo prevista para o desenvolvimento do projeto com um
grupo de alunos € de dois anos.

De acordo com as orientagdes dos Pardmetros Curriculares Nacionais (Brasil, 1998), o curriculo de
Matemdtica deve ser composto de atividades e experimentos que viabilizem aos alunos o
desenvolvimento e a comunicag¢do efetiva de argumentos matematicamente validos. Entretanto, muitas
pesquisas revelam que o raciocinio dos alunos nio se apresenta constantemente, conforme as leis da
l6gica e € influenciado por uma série de fatores, além dessas exigéncias. Acreditamos que tal resultado
procede no contexto brasileiro por dois motivos:

O primeiro € que os livros didaticos ndo apresentam atividades propicias para que os alunos possam
desenvolver raciocinios 16gicos matematicos e produzir provas, para além do processo empirico. O
segundo é que os professores de Matemdtica, muitas vezes nio estdo convencidos de que trabalhar
com provas matemdticas, de maneira informal, seja bom e valorizam outros contetddos. Talvez isso
ocorra porque os professores ndo sabem elaborar tais atividades, visto que no processo de formagdo
académica s6 vivenciaram o ato de provar, matematicamente, de maneira formal.

Em uma de suas fases, o projeto AProvaMe propde o trabalho de elaboracdo de atividades que
engajem os alunos em processos de validagdo de uma proposi¢do, auxiliando no desenvolvimento de
habilidades l6gico-matemadticas, de forma que eles produzam suas préprias provas, com o auxilio de
recursos tecnoldgicos.

A equipe do projeto AProvaME é composta por um grupo de 27 alunos do curso de Mestrado
Profissional em Educa¢do Matemética da Pontificia Universidade Catdlica (PUC/SP), do qual faco
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parte, e 6 (seis) professores pesquisadores, integrantes do grupo de pesquisa TecMEM (Tecnologia e
Meios de Expressdo em Matemadtica) do Programa de Mestrado da PUC/SP.

Em sintese, o projeto AProvaME visa mapear as concep¢des dos alunos com relacdo a prova e
argumentacdo em Geometria e Algebra e, como anteriormente, tem por objetivo o desenvolvimento de
atividades com integracdo de recursos tecnoldgicos (calculadoras, computadores) para esse tipo de
ensino. A idéia é levar os professores a adotarem uma “nova” postura, valorizando esse contetdo
muito importante no processo de ensino e aprendizagem da Matematica.

O projeto foi organizado em duas fases, da seguinte forma:
e Fasel

Nesta fase foi realizado o levantamento das concepgdes dos alunos frente a proposta do
trabalho com provas e argumentacoes.

e Fase?2

Os resultados da Fase 1 subsidiaram as decisdes tomadas nesta fase, em relacdo a
elaboragdo e avaliacdo de situagcdes de aprendizagem. O trabalho desenvolvido neste
artigo estd ligado diretamente a esta fase.

METODOLOGIA E ESTRATEGIA DE ACAO

Desenvolvimento da Fase 1

Em agosto de 2005, iniciou-se esta fase, na qual os pesquisadores e mestrandos envolvidos no projeto
tinham um encontro presencial quinzenal, e mantinham comunicacdo efetiva para a partilha de idéias,
decisdes e acdes no Ambito do projeto, por meio de um espago virtual criado na plataforma TelEduc.*®

Para fazer o levantamento das concepgdes dos alunos sobre argumentagdo e prova em Matematica, foi
elaborado um questiondrio, baseado em outro concebido por Healy e Hoyles (1998) na Inglaterra e ja
utilizado em outros paises (Franca, Taiwan, Israel, Austrélia). Foram realizadas vdrias discussodes para
a elaboragio desse questiondrio, que é composto de duas partes, sendo uma com questdes de Algebra e
outra com questdes de Geometria.

Foi um momento muito rico de troca de experiéncias entre os participantes do projeto.

Descricao do questionario

Os itens que compdem o questiondrio visam avaliar em que medida os alunos aceitam evidéncias
empiricas como prova e distinguem evidéncias empiricas de argumentos matematicamente vélidos.
Além disso, pretendem analisar se os alunos compreendem o dominio de validade de uma prova e sédo
capazes de construir seus proprios argumentos. Buscam também identificar nas escolhas dos alunos, a
influéncia da abordagem utilizada pelo professor, para o desenvolvimento de nog¢des realizadas com a
argumentacgdo e a prova — lingua natural, lingua formal, representacdes visuais ou figurativas, etc.

Tipos de provas

Na elaboracdo de uma prova, o aluno busca em sua vivéncia matemdtica, recursos para validar,
explicar e generalizar seus resultados. Para analisarmos os procedimentos dos alunos neste trabalho,
utilizamos a classificagdo dos tipos de provas apresentada por Balacheft (1988): provas pragmadticas e
provas conceituais.

¥ O TelEduc é um ambiente de ensino a distdncia que possibilita a realizacio de cursos pela Internet. Esti sendo
desenvolvido conjuntamente pelo Nicleo de Informatica Aplicada a Educacio (Nied) e pelo Instituto de Computacio
(IC) da Universidade Estadual de Campinas (Unicamp). Para mais detalhes ver www.nied.unicamp.br.
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As provas pragmdticas sio aquelas que o aluno constréi, recorrendo aos seus conhecimentos praticos,
e desenvolvendo procedimentos de acdo, como exemplos e desenhos. Para o desenvolvimento dessas
provas, o aluno considera alguns poucos casos e tenta mostrar que, uma afirmacdo € verdadeira, sem a
preocupacdo de explicitar as propriedades do conhecimento que estd em jogo ou suas relacdes.

As provas conceituais sao aquelas que o aluno constréi explicitando formulac¢des de propriedades do
conhecimento em jogo e suas relacdes, fugindo de acdes (mostragdes) e buscando a generaliza¢do por
meio de uma linguagem dedutiva e 16gica.

O tipo de prova concebido pelos alunos sofre transi¢des de cardter evolutivo, da pragmadtica para a
conceitual, revelando saltos qualitativos nos esquemas apresentados por eles. Essa evolucido estd
ligada diretamente ao aprimoramento da acdo, da formulacdo e da validacdo de suas conjecturas.
Segundo Balacheff (1988), a prova tem caracteristicas hierdrquicas, dependendo da qualidade da
generalizagdo do conhecimento envolvido. Apresentamos, a seguir, os tipos de provas identificados
por esse autor, em relacio ao processo evolutivo dos alunos, nos diferentes niveis de validagao:

Provas Pragmaticas

e  Empirismo _ingénuo: é uma primeira tentativa de generalizacdo do aluno, que admite a
validagdo de uma propriedade apds verificacdo de alguns poucos casos, ndo levando em
conta a particularidade.

o Experimento crucial: O aluno inicia o processo de validacdo a partir de exemplos que
contém a caracteristica do problema da generalizagdo, e conclui tomando um caso
particular possivel.

o Exemplo genérico: O processo de validagdo do aluno se da a partir de um exemplo que
possui as propriedades representativas de sua classe, generalizando assim, a validade de
uma proposicao.

Provas Conceituais

o Experiéncia mental: Neste caso, o aluno nio se apropria de casos particulares, mas sim
de dedugdes légicas baseadas em propriedades.

Desenvolvimento da Fase 2

Esta fase iniciou-se no primeiro semestre de 2006, tendo a aprendizagem e o ensino como dois eixos
inter-relacionados que nortearam nossas investigagdes.

Quanto ao eixo da aprendizagem, o objetivo central é a elaboracdo e avaliacdo de situacgdes
diretamente ligadas aos campos de dificuldades e limitacdes de compreensdo de provas, apontadas no
mapeamento elaborado na Fase 1.

Ja no segundo eixo, relativo ao ensino, a atengdo € voltada para o professor mestrando participante do
projeto e para a sua contribuicdo no processo de elaboracdo das situacdes de aprendizagem e nas
modificagdes destas situagdes em agdo, considerando que as situacdes foram experimentadas pelos
professores em suas salas de aula.

UM PANORAMA DA SEQUENCIA DIDATICA

A seqiiéncia didética proposta nesta fase foi elaborada com o objetivo de levar o aluno a vivenciar um
processo de prova que inclui atividades de generalizagdo, fases de formulacdo de hipdteses ou
conjecturas e producdo de argumentos, visando testar ou validar essas conjecturas. Pretendiamos,
assim, dar condi¢Oes para os alunos engajarem-se nesse tipo de atividade. Na proposta da seqiiéncia
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didatica, utilizamos o software Excel, como ferramenta auxiliar na geracdo de um campo de dados
observaveis, possibilitando que os alunos testassem inimeros casos para decidir sobre a validade de
suas conjecturas.

Todas as atividades foram realizadas em duplas. Desta maneira, nossa intencio era proporcionar aos
alunos momentos de interacao social, comunicag@o e discussdo para o entendimento das atividades e a
elaboragdo de suas conjecturas e argumentos. Nesse sentido a prova adquire o papel de comunicagdo
proposto por De Villiers (2001):

De modo semelhante, Davis (1976) também enunciou que um dos valores concretos da
demonstracdo é a criagdo de um forum para debate critico. De acordo com este ponto de

vista, a demonstragdo é um modo tnico de comunicar resultados matemdticos entre
matemdticos profissionais, entre professores e alunos, entre os proprios estudantes. (De
Villiers, 2001, p. 35)

A seqiiéncia de atividades estd dividida em trés fases compostas de um caderno de atividades e de
planilhas a serem elaboradas com o auxilio do software Excel. Para a aplicacdo das atividades, foram
previstos 04 encontros de aproximadamente lh 30 min de duracdo cada, fora do horario escolar
(atividade extracurricular). Todos os encontros foram realizados no laboratério de Informatica da
escola.

Apresentaremos a andlise da seqii€éncia, organizada conforme o quadro abaixo.

Fase 0 Atividades: 1,2,3,4¢e5
Fase 1 Atividades: 1, 2
Fase 2 Atividades: 1, 2

Tabela 01: Atividades aplicadas em cada fase.
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EXPERIMENTACAO E ANALISE A POSTERIORI

Apresentacio dos resultados da Atividade 1 — Fase 0

Sendo aeZ e be Z  determine a+& e Z emuma planilha do Excel.
17 Abra uma planilha no Excel. Na célula A1, digite @ ; na célula B1, digite &; na célula C1, digite a+4
{conforme exemplo abaixo).
29 Para criar nossa primeira formula, existern dois caminhos:
e Nacelula CZ, digite =A2+B%, finalizando clicando fora da celula C2.
s [igite = em CZ2, e em seguida cligue em A2 digite +, cliqgue em BZ e finalizar digitando Enter.
3% Testando a farmula. Na célula A2, digite 2; na célula B2, digite 4; selecione a célula C3 e verifique o
resultado.
49 Agora, crie uma tabela contendo pelo menos 20 somas.
Para isso:
a) Selecione a celula C2 clicando 0 mouse com o botao direito e selecionando o comando copiar.
h) Selecione as células pertencentes, a coluna a+4de C3 3 C11, clicando o botdo direito do mouse
selecione colar.
59 Teste atribuindo valores para a e & |, e verifique se a soma esta correta.

A | B &
1] a b a+b
2] =2 4 5
3] 3 5 g
(4] -10 15 5
5] 17 500 483
|6 | 1024 3254 2230
7] 15 2457 2442
(8] 10 14 54
|9 | &3 95 45
(10| @0 <100 -10
[11] 12 113

Comente esta atividade:

Figura 19: Atividade 1 — Fase 0

O objetivo desta atividade era propiciar ao aluno um primeiro contato com o Excel e desenvolver
habilidades como: confeccionar uma planilha, formatar a digitacdo nas células, elaborar e testar
férmulas e saber utilizar os comandos “copiar” e “colar” férmulas, dando-lhe condi¢des para elaborar
bancos de dados em planilhas eletronicas (Excel) para anélise, verificacdo e validacdo de suas
conjecturas. Contemplamos desta forma uma das propostas dos PCN (1998), a respeito da utilizagdo
de recursos tecnoldgicos na aula de Matematica:

Embora os computadores ainda ndo estejam amplamente disponiveis para a
maioria das escolas, eles jd comecam a integrar muitas experiéncias
educacionais, prevendo-se sua utilizacdo em maior escala a curto prazo.

Eles podem ser usados nas aulas de Matemdtica com vdrias finalidades:

® como fonte de informacdo, poderoso recurso para alimentar o processo
de ensino e aprendizagem;

® como auxiliar no processo de construg¢do de conhecimento;

® como meio para desenvolver autonomia pelo uso de softwares que
possibilitem pensar, refletir e criar solugoes;

® como ferramenta para realizar determinadas atividades — uso de
planilhas eletronicas, processadores de texto, banco de dados
etc.(PCN, 1998, p. 44)
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Analise a posteriori da Atividade 1 - Fase 0

|22 Microsoft Excel - Atividade 1 - fase ©
|E_] Arquivo Editar Exibir Insetir Forrmakar H

HIRW=N = W N WSk W e

i Arial -0 - | N I 8§ |=
R Tl i M = O R i M == =
B ED
B21 - e
A [ B [ C [ D

1. |a b a+h

2 2 4 =]

3 10 1000 1010

4 -21 40 19

5 17 -38 -21

B 27 -4560 -4533

7 43 B00 E435

=] 72543 54901 127444

9 587 25958 26545

10 15697 -12658 3039

11 B5S 54 129

12 13887 -1267 12620

13 -5B9752 -5368 575120

14 9854 36557 465441

15 -23B57E 125333 -111245
16 -854760 0 -365479 | 12202358
17 4539234 FE956 0 4665220

15 26557 12586 39473
19 559564 36753 96622
20 | -4589663 4559 -4535074

Figura 20: Planilha da Atividadel — Fase O - Dupla A

Todas as duplas conseguiram elaborar as planilhas e apresentaram os resultados, conforme a planilha
acima, sem maiores dificuldades, como declararam em seus cadernos de atividade:

Comente esta atividade: _Fe. nruTa Alnesdidn N T E=AT V- Pore, £0i0. e, OFIE

At dh e, Er}rwx

Figura 21: Comentdrios sobre Atividade 1 da Fase 0 — Dupla A

(Foi muito divertida, adoramos. Bem f4cil e gostosa de se fazer).

Comente esta atividade: 'ﬁ?n e e o ;‘.—:,—-,l:-' e Vemanian | 'JT-'['-' Fi¥ali

i Bl

Figura 22: Comentdrios sobre Atividade 1 da Fase 0 — Dupla B
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(Para nds foi facil, por sabermos utilizar o Excel).

}MW ‘Wimw\, »@évm,u,é

DAL OO, L0 -2}
% ) A “’\/9%;’\@
BESS= I SN NN SO I ¢ ™
0 .
O\)\«\%UJW\M; dwdmiy; DY NSO | TOBIL R, .
NeoRen o ~Qpon B Ay,

Figura 23: Comentérios sobre Atividade 1 da Fase O — Dupla C

(Foi tudo fécil: criar férmulas, mexer com o programa resolver os exercicios. Algumas dificuldades
apareceram, mas conseguimos supera-las).

Logo de inicio, conforme relata a dupla C, foram observadas algumas dificuldades na elaboracdo das
férmulas. Acreditamos que isso poderia ter sido evitado, se houvéssemos anexado o quadro
explicativo a ficha de atividades. O quadro explicativo, conforme estd representado a seguir, tinha o
objetivo de apresentar os comandos bdsicos das operacdes elementares da aritmética com seus
respectivos exemplos, necessdrios para iniciar a Atividade 1.

Operador aritmético | Significado (exemplo)

+ (sinal de mais) Adicdo (4+3)

- (sinal de menos) Subtragdo (4-3)

Negacao (-1)

*(asterisco) Multiplicagao (4*5)
/ (sinal de divisdo) Divisao ( 4/2)
= ( sinal de igual) Comparagdo

Igual a (A1=A1)

Quadro 01: Quadro explicativo.

Resolvemos essas duvidas projetando o quadro explicativo, com o auxilio de um Data Show e os
alunos conseguiram dar seqii€éncia as atividades.

De maneira geral, foi muito produtivo e, pelas frases das duplas A e B, os alunos estavam motivados e

gostaram das atividades. Acredito que o objetivo principal de manipulagdo e familiarizagdo com o
Excel foi atingido.

Analise a posteriori - Atividade 2 - Fase 1

Apresentamos a seguir, os protocolos referentes a atividade 2 da etapa Refazendo a Fase 1.
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responda SEM efetuar fodos o8 calculos indicados

@) B3 = T & divisivel por 147 Por qué? Justifigues sua resposta

 a ——
-

Vi o T N ,-"'J—*s"l‘rr.r—p—»_r. e b
—JL.._L_..:—« .l ..:. _.fi: T, b o r;_jﬂﬂ_f_‘_ﬁ
; R 1-"-' i, T [ wip
by 322 x Tr‘ & l:fw'l-'u-iw:l por 147 Pnr qu-&'? -.Jusllﬂséuut =ha ﬂaspﬂstal

§ gy

S 3 3 EXD =1

_ ihm i, j.l-a--:u.-b g o X o Crodd Ao A F
"'FL:’ nges & 3 o0 K w2=-I&

di 44 = § & divisivel por 157 Por qué? Justifique sua rcsp-usla-
| j e N e J-J-,i__ oY e Ay <S4
—a ' ,Ax A (e phe s O 3
a) d% ®3 & udl"ﬁml pﬂﬂ? Por -:;uf"I .Jua I'ique sua rh&%}‘oam o J""“r . g

O R o RXII=
T} 66 = 3 & dwvesfval por 247 Por gud 7 Justiique suUa resposta

-

AL 93 PXI- 4

Se vocé tivesse gque explicar a um colega seu que fallou a aula, coHmno & 1

Y E

posslvel responder &2 guestoss SEM efetuar todos os céaloulos indicados,
o que vool diria?
L3 it Sl ’gtﬂi -,dlﬁ.f-r.dm

o N - s #;ﬁ‘rt g —r lerz:; * I
,;LL,,,_ A e N o lecds 2 B o o,

-“_.J"'_;-'-}, A | ¥ - . .-_.-‘_*,:_ﬂ >
Agora, v\erﬁ"qqua com a’"ﬁrhn du é;;gal =i sAas raspo stas estfo corne ~

(=) Sim. Parabéns!i]

{ ) Mao, Vamos rever @ refazer os itens incorretos. .

snrmatdy D frile Gras o~ Conde B 2exolo ﬂ,

Figura 45: Atividade 2 — Refazendo a Fase 1 - dupla A

Na resposta apresentada pela dupla A, podemos observar que atingiram o objetivo, utilizando a lingua
materna para explicitar as propriedades matemdticas em jogo. Podemos considerar essa explicacdo
dentro da classificacdo de exemplos genéricos, de acordo com o modelo de Balacheff (1988).

Analisamos, a seguir, as respostas apresentadas pela dupla B:
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e
ATIVIDADE Z

Masta atividade, ndo & permitido o ugo do Excsl ou da CeicumdoiE A0S

responda SEM efetuar fodos oz cdloulos indicados.

ay 63 x 7 & divisivel por 147 Por qué? Justifique sua resposta.

. e

L et

f

b 327 » 7 & divisivel por 147 Por qué? Justifigue sua resposta.

Iy 3.2 I

= T W =

) 27 % 5 & divisivel por 157 Por quE? Justifigue sua resposta.

. Lot { F - w L . ¥
- akate

d) 44 x 5 & divisivel por 157 Por quée? Justifique sua resposta,

oe o 1B frm T b o /

[ & & i

|| o) 40 1 & & divisivel por 247 For qua? Justifigue sua nesposta.

§ - i e Ve | n : :.'_ e i
i~

fi 56 x 3 & divisivel por 247 Par qué? Jusiiligus sua resposia.

A e B 0 oF g " - F
F

i

Ze yood tivesse gue oxplicar @ um colega seu que faltou A oaula, como & \
possivel responder As guestbes SEM efetuar tados os calculos indicados.

0 que vocs dirfia?

] Ly § * -
I ‘:.,__. > | ..".I " oy WA A F o :x_n \a aCpent e
4 %
o W F T Sy & =
— : ' B LS
__t_,'L e T e e 2 5. i

r b o el
Aoora. verfigus com auxilio do Excel se suas respostas aatdo correlas.
(£ ) Sam. Parabénsil

roE enS incometos

Figura 46: Atividade 2 — Refazendo a Fase 1 - dupla B

A dupla B atingiu parte do objetivo da atividade, pois perceberam que 27 x 5 € divisivel por 15,

porque 3 estd na fatoracdo de 27. Mas, ndo perceberam que para que um nimero multiplicado por 3
seja divisivel por 24, deve ser multiplo de 23.

A dupla baseou-se no empirismo, elaborando uma prova pragmatica atingindo o nivel de experimento
crucial, alicercada nos seus conhecimentos matematicos transcritos em lingua materna.

O protocolo apresentado na seqiiéncia contém as respostas da dupla C, a atividade 2 da etapa
Refazendo a Fase 1.
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Figura 47: Atividade 2 — Refazendo a Fase 1 - dupla C

A dupla C atingiu o objetivo esperado. No item que solicita a explica¢do, a dupla iniciou uma tentativa
de validacdo genérica, que faz parte do processo de transi¢do de prova matemdtica pragmética para a
conceitual, definidas por Balacheff (1988). Nesse processo de transi¢do observamos que a dupla
elaborou uma prova escrita em linguagem natural conceitual, tentando algebrizd-la. Consideramos,

entdo, que a prova apresentada por esta dupla ¢ uma prova mista.

Segundo De Villiers (2001) a justificativa apresentada pela dupla C enquadra-se dentro do papel da
prova com a funcdo de sistematizacdo, em que o aluno tenta, num processo de verificagdo, organizar,
avaliar a consisténcia e aplicabilidade de seus argumentos pré-estabelecidos.

A demonstragdo ¢, portanto, uma ferramenta indispensdvel para sistematizar vdrios
resultados conhecidos num sistema dedutivo (De Villiers, 2001, p. 12).

Concluimos que o objetivo desta fase foi atingido, pois as trés duplas conseguiram perceber que é
importante levar em conta os fatores dos niimeros envolvidos na operacdo, e com isso, poder analisar

os divisores e resolver a questao sem efetuar os célculos.
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Como comentamos anteriormente, ndo podemos deixar de salientar que o sucesso desta fase estd
diretamente ligado ao momento de intervencdo. O trabalho feito com cada dupla surtiu efeito e o papel
do professor foi fundamental, para que os objetivos do experimento fossem alcancados.

No préximo item analisamos os resultados da fase 2, que é a ultima da seqiiéncia diddtica
desenvolvida neste experimento.

Analise a posteriori - Atividade 1 - Fase 2

Queremos “descobrir” uma regra para, dados dois ndmeros  consecutivas
quaisquer, decidir se o preduto deles & divisivel por 6, SEM fazer os calculos.
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Se nio, reveja sua regra e refaca as atividades. ey

Figura 49: Protocolo da Atividade 1 — Fase 2 — dupla A

No quadro a seguir transcrevemos o momento de interacdo da dupla A com o professor aplicador no
momento da resolugdo da atividade 1 — Fase 2.

Aluna 1: O professor tem que construir a tabela?

Professor: Sem a tabela € possivel responder a questao?
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Aluna 2: E igual a tabela da aula passada.

Professor: Tem que ler o enunciado da questdo, para saber o que € preciso para elaborar a
tabela.

A 1: Professor a tabela estd correta?

Professor: Sim. E por ai 0 caminho.

A 1: Descobri os nimeros que ddo divisdo exata por 6.

A 2: E agora professor, o que tem que fazer?

Professor: Lé o enunciado. Quando o produto de...

A 1: Professor, porque deu exato na planilha é s6 isso que eu consigo enxergar.

Professor: Nao € isso que estamos querendo saber, 1€ o enunciado! Temos que olhar para o
produto dos nimeros consecutivos para ver o que eles t€ém em comum.

A 2: Ah! Lembrei tem que fatorar o 6 e depois olhar para os nimeros.

A 1: Igual foi feito na aula passada.

A 2: Sim, 0 6=2x3, tem que ter esses nimeros. O professor, esta certo?
Professor: E por af, mas vocés tém que olhar para os nimeros multiplicados.
A 2: Olha na tabela € um nimero impar e outro par, por causa do 2x3.

A 1: Professor, eu acho que descobri. Esté certa a resposta?

Professor: Isso é com vocé€s, analisem e elaborem a regra.

A 1: Eu escrevo a regra e vocé€ completa o resto dos exercicios.

A 2: OK!

A 1: Um nimero sempre serd par e outro impar, o fator precisa ter 3 ou 2 ou os dois na sua
fatoracdo, pois, 3x2=6. Esta certo?

A 2: Acho que esta. Professor, nés elaboramos a regra. D4 uma olha.
Professor: Ja testaram para varios nimeros? Eu s6 corrigir depois!

A 1: Escrevi a regra com minhas palavras.

Quadro 07: Interagdo: alunos da dupla A e professor - Atividade 1 — Fase 2.

A dupla A atingiu parte dos objetivos da atividade 1 da Fase 2, como se percebe na interacao relatada
no quadro 5, mediante o auxilio constante do professor. Demonstrou alguma ddvida a respeito da
necessidade de construir a tabela (item indispensédvel) e, s6 depois do questionamento do professor,
elaboram a planilha e responderam corretamente conforme a figura 50.

Com base nos tipos de provas propostos por Balacheff (1988), julgamos que a justificativa apresentada
por esta dupla pode ser classificada como empirismo ingénuo, expresso em lingua natural.

Analise a posteriori - Atividade 2 - Fase 2
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Ativida

Siga o masmos passes da atividade anterior para responder a questao:

Cuando o produto de trés nimeres consecutivos & mdltiplo de

247 [

Figura 53: Protocolo — Atividade 2 — Fase 2 — dupla A

Em suas respostas, a dupla A apresentou justificativas elaboradas de maneira informal, que, segundo a
classificagdo proposta por Balacheff (1988), estdo vinculadas aos tipos de provas pragmaéticas

alicer¢adas na lingua natural.

Observa-se, nos registros feitos, que, ao explicar os seus argumentos, procedimento importante
destacado por De Villiers (2001), a dupla identifica as caracteristicas que as ternas de niimeros
consecutivos devem possuir para que seu produto seja multiplo de 24. Para essa descoberta buscaram
encontrar na decomposicao dos nimeros escolhidos, fatores que multiplicados tinham como produto o
nimero 24. Para a elaboracdo dessa justificativa, foi utilizada a planilha eletronica exibida na figura

54, que possibilitou uma visao global do comportamento desses nimeros.
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| 5 | 4 5 6 120 5
6 | 5 ] 7 210 8.75
| 7 | 6 7 8 336 14
| & | 7 8 9 504 21
[ 9 | 8 9 10 720 30
10| 9 10 11 5990 14125
[ 11 | 10 11 12 1320 55
12| 11 12 13 1716 716
135 12 13 4 2184 91
| 14| 13 14 15 2730 113.75
[ 15 | 14 15 16 3360 140
[ 16 | 15 16 17 4080 170
[ 17 | 16 17 18 4896 204
15| 17 18 19 5814 24225
[ 19 | 18 19 20 6840 285
[ 20 | 19 20 21 7980 3325
[ 21 | 20 21 22 9240 385
[ 22 | 21 22 23 10626 442758
| 23 | 22 23 24 12144 506
[ 24 | 23 24 25 13800 575
| 25 | 24 25 26 15600 650
| 25 | 25 26 7 17550 731.25
| 27 | 26 27 28 19656 819
| 25 | 7 28 29 21924 913.5
29 | 28 29 30 24360 1015
[ 30 | 29 30 3 26570 1123.75

31 30 31 32 29760 1240

Figura 54: Planilha elaborada pela dupla A — Atividade 2 — Fase 2

O quadro a seguir ilustra o momento de interagdo dupla/professor durante a resolucdo da atividade.

Aluna 1: Professor, nds construimos a tabela.

Professor aplicador: Busquem encontrar uma propriedade comum entre os nuimeros
escolhidos.

Aluno 2: Vamos selecionar os nimeros que dao certo.

Aluno 1: Olha que esquisito um nimero da certo, depois pula um para dar certo de novo, pula
mais um e depois na seqiiéncia aprecem trés nimeros seguidos que dao certos.

Aluno 2: E mesmo porque sera. Professor, professor...
Aluno 1: Olha que estranho por que isso acontece?

Professor aplicador: Isso acontece por algum motivo, € isso que o exercicio quer que voces
descubram! O que esses trés nimeros consecutivos t€ém em comum, para isso acontecer?

Aluno 2: Vamos tentar descobrir!
Aluno 1: Ah! Olha aqui, o primeiro 2x3x4=24/24=1 deu certo porque apareceu o 24.
Aluno 2: E mesmo vamos pegar um niimero maior para ver se dé certo?

Aluno 1: E isso mesmo, olha na tabela o 30, 31 e 32 deu certo, pois na fatoragio do 30 aparece
0 6 e na fatoragc@o do 32 aparece 0 4 e 6x4=24.

Aluno 2: Professor estd correto a nossa resposta?

Quadro 08: Interacio: dupla A e professor - Atividade 2 - Fase 2.

ECCOM, v. 1, n. 2, jul./dez. 2010 101



Analisando os didlogos do quadro acima, observa-se que a dupla A, continuou dependendo do auxilio
do professor para elaborar suas respostas. E importante notar que nesta tltima atividade eles ndo
apresentaram célculos — centraram-se na andlise dos nimeros escolhidos, conseguindo explicitar uma
justificativa com mais propriedade em relacdo as demais.

Conclusao

Principais resultados

O experimento foi realizado em trés fases, cada qual com objetivos especificos, a fim de propiciar aos
alunos as condicdes necessdrias para avangar para a fase seguinte, como explicitaremos:

Na fase 0, o objetivo de nosso estudo era familiarizar os alunos com o Excel, explorando as nogdes
matemadticas: “ser multiplo de” e “ser divisivel por”. Foi constatada uma dificuldade inicial de
manipulagdo das ferramentas do software, para a construg¢do das primeiras férmulas. Sendo superada
rapidamente apds as projecdes, em uma tela, dos comandos necessdrios para a construcdo das
férmulas.

Nas atividades que exploram as no¢des de multiplos e divisores de ndmeros inteiros, constatamos que
o objetivo foi atingido parcialmente, visto que, embora as duplas houvessem demonstrado algum
conhecimento sobre as no¢des de miiltiplos e divisores de nimeros inteiros, apresentaram dificuldades
ao explicitar seus argumentos.

Por exemplo, a resposta apresentada pela dupla B, a questdo: Quando um niimero é miiltiplo de outro?
demonstra certa confusdo, pois apresenta de maneira incorreta, os divisores de 12 (/12={1,2,3,4,6,12}).
E possivel que os alunos tenham considerado o fato de que 12 € divisivel por 1, 2, 3, 4 e 6.

O mesmo ndo aconteceu com a no¢do de numero divisivel por outro, em que as duplas expressaram
seus argumentos em lingua natural e empiricamente, em nivel de prova pragmética, como revela o
argumento apresentado pela dupla A (figura: 27): “Quando o quociente é exato”. “Ex.: 32: 4=8".

Mediante o comportamento das duplas que ndo conseguiram expressar corretamente suas idéias em
relacdo a nog¢do de miltiplos de nimeros inteiros, realizamos um momento de intervengdo para que a
préxima fase transcorresse com sucesso.

O objetivo da fase 1 era levar os alunos a desenvolver suas primeiras tentativas de validagdo e
explicitacdo de conjecturas elaboradas com o auxilio do recurso tecnoldgico. Ou seja, sem efetuar os
calculos, os alunos deveriam analisar as propriedades em jogo e fazer generalizacdes. Analisando as
respostas apresentadas pelas duplas, podemos observar que nao tendo destacado no enunciado que nio
era permitido efetuar os célculos, comprometemos o objetivo estabelecido para estas atividades. Dessa
forma, as duplas se apoiaram em célculos com ldpis e papel para expressar seus argumentos, mas
mesmo assim percebemos nas respostas apresentadas pela dupla A na atividade 2 desta fase, que
conseguiu atingir o objetivo, identificando a regularidade necessdria aos nimeros escolhidos, que
multiplicados por 4, se tornariam divisiveis por 12. A dupla nao justificou suas conclusdes, porque o
pedido de justificativa ndo estava explicito no enunciado da atividade.

Constatamos a necessidade de realizar uma intervencdo, pois as duvidas demonstradas pelos alunos
poderiam comprometer a realizacdo do experimento. Na seqiiéncia, refizemos a fase 1, na tentativa de
atingir o resultado esperado.

Ap6s a intervencdo, observou-se um avango significativo, na elaboracdo de argumentos e justificativas
e consideramos que nosso objetivo foi alcangado.

Esperdvamos que, com o auxilio das planilhas eletronicas, os alunos observassem regularidades,
desenvolvessem provas pragmadticas representadas na lingua natural, generalizando o seu resultado.
Constatamos que as duplas A e C conseguiram atingir o objetivo estabelecido para esta fase. Ja a dupla
B atingiu apenas uma parte do objetivo, visto que ainda realizava célculos com ldpis e papel para
elaborar as justificativas de seus argumentos.
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Notamos que, de maneira geral, todas as justificativas apresentadas pelas duplas se mantiveram no
quadro de provas pragmaticas empiricas, representadas em lingua natural, como descrito por Balacheff
(1988).

Apenas a dupla C apresentou uma tentativa de generaliza¢do que, segundo nosso ponto de vista, pode
ser classificada como prova mista. Esse procedimento faz parte da transi¢dao da prova pragmaética para
a prova conceitual segundo Balacheff (1988).

Com relacdo ao processo de apresentacdo dos argumentos, verificamos que as conjecturas e validagoes
explicitadas empiricamente pelos sujeitos de nosso estudo ndo diferem dos resultados apresentados por
Santos (2007) que analisou as questdes A3 e A4 do questiondrio de Algebra do projeto AProvaME,
que serviram de base para a formulacdo de nossas atividades :

Como visto nas questoes estudadas, o processo de justificativa é basicamente feito com
exemplos empiricos, sem a construgdo de argumentacées vdlidas, com estruturas
matemdticas bem definidas. Na questdo A3, tivemos 55,76% das justificativas apresentadas
nessas condigcdes e na questdo A4 27,53% das justificativas de maneira empirica (Santos,
2007, p. 121-122).

N

Dessa forma, concluimos que nossas atividades, em relacdo a elaboragdo de justificativas e
argumentagdes dos alunos, ndo revelaram resultados diferentes das pesquisas ja realizadas com o
mesmo proposito.

Na aplicacdo do refazendo a fase 1, os alunos deram um salto qualitativo importante, descrevendo
justificativas, considerando mais as propriedades dos ndmeros, isentando-se dos calculos e
apresentando provas pragmdticas empiricas com maior freqiiéncia em relacao as fases anteriores.

CONSIDERACOES FINAIS

Durante a realizacdo de nossa pesquisa, percebemos a importincia de desenvolver e aplicar seqii€éncias
didaticas envolvendo a prova matematica com uma abordagem construtiva. Pudemos constatar que
ndo s6 os alunos apresentam dificuldades durante a realizacdo do experimento — como revelaram as
respostas dos sujeitos —, mas também os professores encontram dificuldades na elaboracdo e
aplica¢@o, quando buscam tornar significativo este tipo de atividade para o aluno.

O professor aplicador desempenhou o papel de mediador ativo, ajudando os alunos neste momento
dificil de ruptura dos esquemas tradicionais de atividades matemdticas. As atividades que aplicamos
exigem que o aluno perceba as propriedades numéricas envolvidas na questdo e desta maneira
desenvolva habilidades para elaborar suas validacdes.

Trabalhar com prova requer uma atengdo minuciosa do professor, para deixar claro ao aluno que ele é
agente da construcdo do seu conhecimento como sugerem os PCN (1998). Pudemos vivenciar esse
fato quando aplicamos o refazendo a fase I, assumindo a postura de professor mediador ativo,
incentivando os alunos a expressarem seus raciocinios e transferindo-lhes a responsabilidade de
elaborar suas respostas. Conseqiientemente, obtivemos os primeiros resultados significativos quando
os alunos comecaram apresentar provas conceituais, abandonando, um pouco, as provas pragmaticas
empiricas.

Finalmente, acrescentamos que quando ingressamos no curso de Mestrado, tinhamos alguns anseios de
saber como trabalhar atividades desafiadoras em nosso dia-dia com as ferramentas tecnoldgicas, a fim
de aprimorar nossa prética docente.

Com a participagdo no projeto AProvaME, descobrimos e vivenciamos possibilidades reais de como
abordar esses tipos de questdes desafiadoras, constatando que é possivel elaborar e propor questdes
que estimulem os alunos da educagdo basica no estudo de provas.
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Encerramos nossas observagdes ressaltando a fundamental importincia do papel do professor no
ensino de provas em virtude das dificuldades dos alunos. Este fato aumenta a nossa responsabilidade
de estar sempre engajados em desenvolver novas pesquisas, registrar e divulgar experi€ncias que
apontam para novas posturas que viabilizem o ensino de provas.
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